EJERCICIOS RESUELTOS — INTEGRALES DEFINIDAS

ACTIVIDADES DE REPASO

2
16. Calcula I L dx . ¢Qué representa geométricamente? [Select. 2000]

0 x* +4x+3
1. Solucién
Es una integral racional definida.
Calculamos las raices del denominador:

—4+J16-12 _ 5 -1

Y 4dy+3=0 > x= .
2 N -3

Descompongamos la fraccion del integrando en fracciones elementales:

1 A, B _ _ 1 A@+3)+Ba+D
2 +4x+3 ¥+l x+3 X% +4x+3 (x+D(x+3)
x=-1 > 1=A(-1+3)+10 = A=2

I=A(x+3)+B(x+1) = 1
fx=-3 = 1=0+B(-3+1) = B=-—

2 2 2 , _2 _ 2

“ dx “ L/ 2dr+“ _1’:20’ [ L11|r+1| L11|1+%|} -

4 X Piax43 Jy ¥+l Jo X13 I, L .
:%Lu|2+1| _ —L11|0+1| % n|2+3] - an|0+a|}

In(3) — —Ln(]) - ilLu 5) — —Ln(%jl—Ln 3) - —I_n(*)

Geometricamente representa el area de la region limitada por la curva, el eje de abscisas
y las ordenadas en los puntos de abscisa 0 y 2. En este caso es asi. porque para los valores que
van desde 0 a 2. la funcion se conserva positiva. es decir, su grafica queda por encima del eje
de abscisas, debido a que el denominador solo toma valores positivos para dichos valores.

|J|n—~

17. Considera la integral definida | :.[191 ];/_dx
+ X

a) Expresa la anterior integral definida aplicando el cambio de variable 1+\/;=t.

Calcula/ [Select. 2004]

Solucién

(a) Hagamos el cambio de variable 14 +/x = f, al diferenciar esta expresion tendremos:

ﬁrﬂ*r: di = de=2Jxdt = dx=2t-1)dt

Los limites de integracion quedaran modificados asi:



six=1>2 1+ /I=t> =2 . s1¥=9> 1+4./9=r> =4

La expresion de la integral con motivo de este cambio sera:
0

I T A P
I_J; 1+ﬁ(&_.[3 r-(r—l)n’r

(b) Calculemos [.
9 4

N Crtae-2 (2t 2y, 1, 2)
1_*[1 1+x/?dT_L ;E(r—l)a’r_j2 r r-ﬁfz[‘_ p —f_]rfr_j}[__z_r_](f;_

=[2r-2 Lnﬁf)]j = (2x4-2Ln(4))-(2x2-2Ln(2))= 8- 2Ln(2%)- 4+ 2Ln(2)=

=8-41n(2)-4+2Ln(2)=4-2Ln(2)=4-Ln(4)
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18. Calcula el area del recinto limitado por la recta y=2x y por las curvas y = x> ey =?.

[Sept. 2004]
Solucién

Antes de calcular el area del recinto vamos a dibujarlo.

La grafica de la funcion lineal v=2x es una recta que pasa por
el origen de coordenadas: otro punto. por ejemplo. seria el (1. 2). La
representacion grafica esta situada al lado.

La grafica de la funcion cuadratica

A

)

2 -
A elemental v = x~ es una parabola cuyo
vértice pasa por el origen de coordenadas.

Otros dos puntos. por ejemplo. serian el
(1. 1) v el (2. 4). La representacion grafica es la situada al lado.
----- Juntamente con la anterior.

La grafica de la funcion cuadra-
2

- X .
tica y== es una parabola cuyo BFmmmmmf--

L

o o

vértice pasa por el origen de coor-
_ ap ] e - 2
| denadas. Al ser el coeficiente de x~,
5 <Lla parabola es mas abierta que la anterior. Otros dos
puntos. por ejemplo. serian el (2. 2) y el (4. 8). La representacion
grafica es la situada al lado. juntamente con las anteriores.

]
ke e

El recinto limitado por las tres



graficas es el que se encuentra

sombreado y situado al lado. Para calcular su area. hay que calcular
previamente los puntos de interseccion de la recta con cada una de
las parabolas.

. ~ . 2
Interseccion de la recta con la funcién y=x.

1

i

|

: .1'=3-_\’.}:> =2y = ¥¥-2x=0 = x(x-2)=0 =

9 : y=x| x=0 ; x=2
1 - . _2
. Interseccion de la recta con la funciéon y= ‘T
12 4 y=2x] 2 )
' [Y—Zr:v*c —4x=0 = x(x-4)=

_xr =92
=3[ |¥=0 ; x=4

El area del recinto acotado por la recta v por las dos curvas sera:

2 2) 4 3 3T a2 374
: r bl X X 22X x
doea = [ (-5 v o] |20 e -5 4 B 5
0 - 2 - L 49
_(8_8 _(E_E) ( _E)_( _E)_i_ 16 8_, 2
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19. Haz un esbozo de recinto limitado por las curvas y = e y=x’>-1. Calcula el drea de dicho

1+x°

recinto. [Select. 2006]
Solucién

- - - - - - /00T =" - "l'=.'f=—1

(a) La grafica de la funcién v = x* -1, es una pardbola que
podemos dibujar facilmente a partir de la de x* desplazando ésta una
unidad hacia abajo. Los puntos de corte con el eje de abscisas. serian:
21 , (-1, 0
v con el eje de ordenadas el (0. -1). }f 1 X

La grafica se encuentra situada al lado.
15

1+ x*
ominio es todo B va que no hay ningiin valor que anule al denominador.
Eld todo B y 1 etin val le al d 1

Estudiemos mas detenidamente la grafica de la funciéon racional v =

S1 observamos la funcidn se trata de una funcion par. es decir. simétrica respecto del gje
de ordenadas. veamoslo:

TxeR == -—-xeR
fix)= 15 = fr—w-iﬂ Fi—x)=
T e At 1+ (-x)? o

1+ 2 = fl'f.‘\')

Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacer que: lim f(x)= %
x—>xyq

Comprobemos si existen: en principio. hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador. 1+x?=0, pero no hay ningtin valor que lo anule. luego no hay asintota vertical.
Asintotas horizontales.

Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer que: lim f(x)=beR
- e -



Comprobemos si existe.
lim ]5, 15}:0

= ke |4 X7 |_;

luego hay una asintota horizontal. y=0. cuando x tiene a ===

En las funciones racionales si existe asintota horizontal no puede existir asintota oblicua.
Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota horizontal v=0. cuando
X fiene a -oe.

* Para valores de x muy pequefios. por ejemplo. x = -1000 —

__ 15 |
F(-1000) == -5 = 0.00001499... = £(-1000)> 3

=0 J

luego la grafica de esta funcion racional, para x — -<=. va por encima de la asintota horizontal.

" asintota
YV asintota
Por la simetria respecto al eje de ordenadas. ocurre lo mismo cuando x - +e=,
Para determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, obtengamos la primera
derivada.
-15-2x —30x

) — 1 r J =
f(lJ—{l_'_x:)z = fl(x)= (1+xz)z

Hallemos los valores que anulen a esta primera derivada.
-30x

(1+ x%)

Solo hayun valor que anule a la primera derivada. el x=0. y como el dominio de la funcion
es E. esto nos permite construir los siguientes intervalos de monotonia: (-==. 0). (0. +=2).

=0 = -30x=0 = x=0

Probemos valores intermedios, por ejemplo, -1 v 1. respectivamente de cada uno de esos
intervalos en la funcion primera derivada y segiin nos salga mayor o menor que cero. el

intervalo correspondiente sera creciente o decreciente:

}J
, -30-(-1) 30 1
S(=1D)= [1+( 1)2]3 = I> 0 = Creciente en (-==, 0)
; -30-1 -30
= (l-l- 2 }2 = ; <0 = Decreciente en (0. +=<)

Teniendo en cuenta lo anterior v el hecho de ser una funcién
racional continua en todo su dominio. que es E. podemos deducir que
en el punto x=0, la funcion presenta un maximo relativo. el (0. 15).
Donde la ordenada. 15. se obtiene sustituyendo la abscisa 0 en la
funcion.

La grafica se encuentra dibujada al lado.
Para encontrar el recinto limitado por ambas curvas. calculemos
el punto donde ambas curvas se cortan.
15
V= 15

Tl = = X% - 5=(x%- X2
Tzi;l—_\]j: e 1= 15=(x*-1)(1+ ) =

—

15=x*-12 x*=16 >

- [ 10, -2
x:im: x=12 :MEU 2})

El recinto limitado por ambas graficas se encuentra sombreado
al lado.




(b) Calculemos el area del recinto anterior. para ello construimos la funcién diferencia:

15 2 i 15 2
_1+.1.'1_(“1‘ Y AT +l

Obtengamos los puntos de corte de esta funcion con el eje de abscisas.

hx)= 152—3'2-#1! _ 15 2 o 15-x'+1
1+ x r= =X +1=0= —|/————=0>
y=0 | 1+ x 1+ x

15-x*+1=0= x*=16= x=+2

Como podemos comprobar. en este caso. no era preciso su calculo por cuanto estos valores

coinciden logicamente con los puntos de corte de ambas graficas. calculados en el apartado
anterior. v representados ignalmente en el dibujo del recinto limitado por dichas graficas.

2 2 1% \ r 3 12
. 15 b X
e — . 4 P - o {
Area = L hi x ) dx —L [ I X+ 1] dy = |_],, arctan (x) 3 + x_|_j =
- 2 ' L (=2)° |
=15arctan (2)- 5+ 2—| 15arctan(-2)-—3—-2| =
- . 8 8 - . , 4
=15arctan(2)- 15 arctan (-2) - 3T2-3t2=15arcian (2)-15arctan(-2)-—=
Z - o]

5

15 arctan (2)+ 15 arctan (2) - == 30 arctan (2) - .

I
wl-p-
o | b=

20. Sean las funciones f y g:[0,+%) >R, dadas por f(x)=x> y g(x) =X, donde A esun
numero real positivo fijo. Calcula el valor de A sabiendo que el area del recinto limitado por las gréficas

de ambas funciones es 1/3. [Select. 2006]
Solucién

Las graficas de las funciones [y g estan representadas de manera M y=7
aproximada al lado, ya que se trata de dos funciones practicamente y=Ayx
elementales. I

Calculemos el punto de corte de ambas graficas. resolviendo el
sistema formado por las ecuaciones de las dos funciones.

v=x | ‘x=0
:1_ “J—f:f AT D =l -z 02 1(1— ) Gjl\x—?f:(l:x—si'f

El area del recinto limitado por ambas graficas y que se encuentra

sombreado en el dibujo es — . por tanto, se verificara: y=x
2
- N L =MV
i s ) (Vfﬁw‘) (3\;"}'3)
— . X i v . 1

A p =J (Ar-2)dr= —-2 = - -0= 1 -
Area ) ) 3 3 3 3 >

S ;

|



- -y

o ¥

2, .77 1 22 _1.2
=3 AT - 3 A=k .
. ) . lao 1 . a2 A=1
vy teniendo en cuenta cuanto vale esta area: gh -3 L L=-1

Luego el valor de 2 es 1 ya que segun el ejercicio debe ser un numero real positivo.

21. Considera la funcion f :R — R definida por f(x)=x]|x].

a) Dibuja la region acotada del plano que esta limitada por la grafica de f y la bisectriz del primer y

tercer cuadrante.
b) Calcula el drea de la regién descrita en el apartado anterior. [Select. 2004]

Solucién
(a) Expresemos la ﬁmci::'m f(x) como una funcién a trozos.
fr’u—w\l—.' - .1:20 > f(x)= j=x)shoa<o
XX st x20 ¥ ost o x20
Antes de pintar la gmﬁca de f{x) caleulemos los puntos de corte cle la misma con la bisectriz

del primer y tercer cuadrante, v = x.

v=-x| S x=0
y=x [T T¥EX D -3 -x=0 3 - x(x+1)=0 ::»{T 1

Hemos ob‘remdo dos puntos de corte con el trozo y= -2 el (0. 0) yel (1. 0).

-

T::L; If =x 2 x*-x=0 2 x(x-1=0 :”-,-'

;11:
Hemos obtenido dos puntos de corte con trozo. v =x". el (0., 0)
yel (1. 0).

La region acotada que nos pide el gjercicio se corresponde
con la zona rayada situada al lado, v donde hemos tenido en
cuenta que los trozos de la grifica de la funcién fix) son dos

parabolas elementales.

(b) El area de la region anterior es la siguiente.

R S
. [ 2 N X x|
Area = )(f.‘f JG(T—X)GT.TZ |?+3| + 273 |7
L _'l - —B
“lo-! (‘1:'2+[‘1)': + 1_:_;_0 __l+l+l_l_l+l_l 2
=10-17 3 ) [T|273 S EEE e




22. Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funciéon f(x) =sen x vy las rectas tangentes a
dicha grafica en los puntos de abscisas x=0y X=r. [Select. 2006]
Solucion

Calculemos la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion fen el punto x;=0.
v-flx)=f(x) (x - x)
fix)=senx -  fiix)=cosx = f(0)=cos0 = f(0)=1
f(0)=sen0=0
Vofa)=fG) -x) = ¥-fO=fO)-0) = y-0=1-0 = y=x
Calculemos la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion fen el punto x,=x.
¥ fE)=F () (- )
fix)=senx -  fiix)=cosx = f(m)=cosnm = f(m)=-1
f(m)=senm=0
¥ ST GG 1) =y S W6 1) = y-0=-1G-1) = y=-vta
Las graficas de la funcion f{x) = sen (x). que es una Ya
funcion elemental. v las de las rectas tangentes anteriores estan
situadas al lado.

El drea del recinto que nos piden se encuentra sombreado L |

P . . i T
en la grafica de la 1zquierda. | v X

Calculemos el punto donde

ambas rectas fangentes se corfan.

~  y=x "F

X=—-x-T = X=

El area del recinto. al darse una simetria bastara con calcular la mitad y multiplicarla por 2.
n

..% 2 12 [ /2 ! ol
, 2 X [ = T 0
Area= 2| (v-senx)dv=2|"—+cosx| :Elu+c05——l—+c050”:
Jy 2 |77 2 27172
= n?
,
= 2{_?+ 0-(0+ l)l =71 2w

l+ax si x<0
23. Sea f:R — R lafuncion definida por f(x):{ _OX[ i xio

a) Determina el valor de a sabiendo que f es derivable.
b) Haz un esbozo de la grafica de f .

¢) Calcula | f(x)dx. [Select. 2007]

Solucién

(a) Para estudiar la derivabilidad estudiemos previamente la continuidad.

- Para valores de x<0. la funcion 1+ 00X es continua por ser una funcion polindmica ya
que las funciones polinomicas son continuas en todo E.

- Para valores de x>0, la funcidn e " es continua por ser una funcion exponencial
elemental que lo es en todo E.

- Para x=0 la funcion sera continua si los limites laterales y el valor de la funcion en
dicho punto coinciden. Veamoslo.



lim f(x)= lim (1+0.x)= 1+ ¢ 0= 1

x=0"

lim f(x)=lime =¢e"=1 = I lim f(x)=lim f(x)= f(0)=1
=07 =0 =0 =0
fO)=e’=1 |

4

luego la funcion f{x) es continua en todo E, por tanto podra ser derivable tambieén en E.

Estudiemos la derivabilidad.

Una funcion sera derivable en un punto. si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable. ya que la no continuidad implica la no derivabilidad, en este
caso no hay problemas al ser continua.

- Para valores de x < 0. la funcion 1+ 0x es derivable por ser una funcion polinomica. ya
que las funciones polinomicas lo son en todo E. siendo la funcion derivada. .

- Para valores de x > 0. la funciéon e "es derivable en todo E. por ser una funcion
exponencial elemental, siendo la funcion derivada.—e™ .

Una primera aproximacion de la funcion derivada. donde ya sabemos que es derivable es

, i s1 x<0
f '('1"-’}:4—6'1 si x>0

El problema esta en el punto 0. Sera derivable en el punto 0. si las derivadas laterales
coinciden ya que es continua en dicho punto.

f(0)= 1i1}jl_f;r’.1'}: lim o= o

x—=0"
fr(O"‘): hl]dl—fr{‘): lu-g- (_E_I):_E_D:—]_

Igualando las derivadas laterales: /' (07)= f"(0") = @ =-1 podemos deducir que
la funcion sera derivable en el punto 0. si o= -1. siendo el valor de la derivada -1.
En definitiva. la funcion fsera derivable si a=- 1. siendo la funcion derivada. finalmente:

, -1 siox<0
fflh%—e_x st x20



l-x s1 x<0

(b) La funcién f, después de sustituir o por -1, es: f(x)= 1 et i 1>0

Representemos el primer trozo. 1-x. para los valores de x < 0. se
trata de una funcion afin cuya grafica pasa por los puntos (0. 1) y (1. 0).
que son los puntos de corte con los gjes. pero s6lo nos quedaremos con

el trozo de grafica correspondiente a los valores de x<0. vy que hemos -
dibujado al lado.

El trozo. e %, es una funcidén exponencial
elemental, estrictamente decreciente, por ser la base. € !, un numero
menor que 1 y mayor que cero. La grafica se
x 2, . ., encuentra representada a la izquierda.
La grafica de f{x) es la sifuada a continuacion.

(¢) Calculemos la integral.

0
=0- %— -1- [_Tl)| + (—5"1 - (—9_0)): -|- %‘ i (_9_1 +1): %_ ¢




