EJERCICIOS RESUELTOS — INTEGRALES INDEFINIDAS

5.-Sea f:R —R lafuncion definida por f(x) = x’sen(2x). Calcula la primitivade f cuya grafica pasa
por el punto (0,1). [Select. 2005]

Solucion

Calculemos la primitiva de fix).
F(x)= [ x* sen (2x) dx

Se trata de una integral por partes.
= x’ du=2x dx

dv=sen(2x)dx v= J‘a’r = J sen(2x)dx = —%cos(zﬂ

.l‘ x*sen (2x)dx = _711*3 c05(2x}+%f 2x cos(2x) dx = _71.1-3 cos(2x) +f x cos(2x) dx =

La ultima mtegral es otra integral por partes, por lo que:

u=x du = dx
dv=cos(2x)dx v= ja'v: | cos(2x)dx = % sen(2x)
1 > 1. Lr.
= -5 005{21-)+Ex sen(2x) - 5-[ sen(2x) dy=
= - %xz cos(2x) +%x sen(2x)+ icos{2x)+K
Obtengamos ahora la primitiva de fcuya grafica pasa por el punto (0.1). es decir. F(0)=1.
V=L 02 cos2. 00+ L 0 sen (2. 04 L | I S |
F((}J——2 0°-cos(2 0)+2 0-sen(2 0)+4c05(2 0)+K = 1=7+K = K=7

-
2

| | |
La primitiva que se nos pide sera: | — 5 cos(2x) "‘j-\‘ sen(2x) + ZCOS(ZT) +?l|

7.- Dada la funcién f :R — R definida por f(x)=In(1+x?), halla la primitiva de f cuya gréfica pasa
por el origen de coordenadas. [Junio 2007]

Solucién

Hallemos. en primer lugar. la primitiva de f.
{ Lo (1+ x7) dv
Calcularemos la integral mediante el método de integracion por partes. para lo cual
aplicamos la formula siguiente:
Ju av=u-v- J1‘du

f 2 _ 2:‘(‘
u=Ln (14 x } du = I3 dx
dv = dx V= [ dx = x
R ( 2 y) ¢ 2x?
{ Lo (1+x?) dx=1n(1+x?) -x—'[ X lfzg dv=Ln (1+x*) x- | 1:1_1 dx=[2]



La ultima integral es una integral racional impropia. por lo que efec-

L , . 2 LL+x
tuamos la division que se encuentra situada a la derecha, y continuamos a 292
partir de [2]. . .. -2
2 i - 2 ) P ]
= x-Ln (1+x%) - || 2- | dr=x-Ln(1+ x?) - 2x+ 2 > dx =
' "L 14+ x7/ 14 xT
= .*rrL11(1+.*r1)—2.*r+ 2-arctg(x)+ C [3]

Obtengamos ahora la prinitiva de fcuva grafica pase por el origen de coordenadas. para

ello sustituyamos las coordenadas (0. 0) en [3].

F(x)= x-Ln (_1+ .*rz) - 2x+ 2-arctg(x)+ C = F(0)=0 =

F(0)=0-Ln (1+0%) - 2.0+ 2-arctg(0)+ C — 0=0-La(1) - 0+ 2-arctg(0)+C —
0=2-arctg(0)+C = 0=2-{0+Kn}+C = (C=-2Kn : KeZ

F(x)= x-Ln (_1+ .TIJ -2x+ 2-arctg(x)-2Kn . KeZ
es decir. obtenemos no una primitiva sino toda una familia de primitivas cuyas graficas pasan
por el origen de coordenadas.

ACTIVIDADES DE REPASO

1. Determina una funcién f :R — R sabiendo que su derivada viene dada por f'(x) = x* +Xx—6 y que
el valor que alcanza f en su punto de maximo (relativo) es el triple del valor que alcanza en su punto
de minimo (relativo). [Sept. 2007]

Solucién

Si la funcion fes derivable en R también sera continua en K. va que la derivabilidad
implica contimudad.
La funcioén fla obtendremos. en principio. mediante la integracion de su funcién derivada:

2
2

Para calcular el valor de C tendremos en cuenta que al ser la funcion continua y derivable
en K. los extremos relativos se encontraran entre los valores que anulan a la primera derivada.
y para distinguirlos sustituiremos estos valores que anulan a la primera derivada en la segunda
derivada y segiin obtengamos un valor mayor o menor que cero, el extremo relativo sera

respectivamente minimo o maximo.
-1t 1I"-4-1-(-6) -1+5 [ 2
Y] — e Loae - 21 f= - _ _ To | =
flx)=x+x-6 X+x-6=0 X= 1 =—5 =113
[ f(@2)=2241=550 = Minimoen x=2
| f(=3)=2-(-3)+1=-5<0 = Maximoen x=-3
Impongamos ahora la condicion que nos da el problema. de que valor que alcanza f en su
punto de maximo (relativo) es el triple del valor que alcanza en su punto de minimo (relativo).

es decir. que f(-3)=3-f(2) —
.3 2
f(x)= YL _6x+C =

3 2

, 3
fR)=x"+x-6 = f(x)= J(.rz +x-6)dr= %+ -6x+C

F(x)=2x+1

+ 5 =-62+ C| =

2 _



2,28 0=38h2-124¢) = 9+ dvc=3( 21040
27 22 ) 27 27 71
— N = —_— —_ 77 e 2 —
5 c*%f‘3 +C| = S4C=-2243C = F+22=2C = C=
La funcion f'sera: 3 7 -1
X X~
f(x)= 3+t -6x+ 1

2. Determina la funcion f :R — R sabiendo que f "(x)=x*—1 y que la recta tangente a la grafica de f
en el punto de abscisa x=0 es la recta y=1. [Select. 2007]

Solucion
Si la funcién segunda derivada es. /" "(x) = x* -1. la funcién primera derivada la obten-
dremos mediante integracion.

fi(x)= j(_xj— 1) dx = %—I-I— C

Como la recta tangente a la grafica de fen x=0 es la recta v=1. que es una recta paralela
al eje de abscisas y por tanto de pendiente 0. lo que significa que la derivada de la funcion fen
el punto 0 es cero. es decir, /7(0)=0. por tanto:

flix)= ‘: -x+C = f'(0=0 =
luego la funcion primera derivada sera:

Y’ X
fr‘r,i—T—:rJrC = f'(x) =3

%—O+C=D = C=0

L

La funcién f la obtendremos mediante integracién de /7.

e
]

feo=| 1—1\ dr=22-% 4K

Sabemos que la recta tangente a la grafica de fen x=0 es la recta y=1, por tanto el punto
de tangencia tiene de coordenadas (0. 1), esto implica que f(0)=1.

.—1 .1 04 O_

fix)= 12 < =1 = E—E—B.—l - K=1 =
o :

fﬁ)——? ?+1




3. Calcula:

)J~5X —X- 160

X2 —25 b) I(ZX—S) -1g (X —3X) dx [Sept. 2006]

Solucién

2 - 1
(a) Es una integral racional impropia (el grado del Sx'—x - 160 M

polinomio del numerador es igual que el del denomina- —5x + 125 S

dor) por lo que efectuamos la division. -x = 35
La integral quedara asi:
J—Sx‘ A 160 dx = f 54+ 2 35] ﬂ'x:I
25 J 25/

x -2 X -

x-35 —x- 35
==y = Sy | ZET22 s
J ."ll-_— 25 A ....1|;+J‘ ‘-11':_ 25 d-‘l. |:1:|

La ultima integral es una integral racional propia., por lo que calculamos las raices del
denominador. T o5

x'-25=0 = x=q .

Descompongamos la fraccion del integrando en fracciones elementales:

-x-35 A . B _ -x-35 A(x+5)+B(x-5)
o257 x=-5 x+5 T yl-257 (x+5(x-=-3
(x=35 2 -5-35=A(5+5+0 = A=-4

Sr-35=A@E)TBO-9 2 )5 o 5.35-0+B(-5-5 = B=3

Continuando desde [1]. tendr emoa

—qi-l'J‘I—-l'—‘fﬁ_ 1+J1 rr'1+J cﬁ'—Sx—Jrl ﬂ"x+3j =
= 5x-4.Ln|x-5[+3-Lo|x+ 5[+ C
(b) Para calcular la integral I (2x-3) g [.T: )(ﬁ aphquenms el cambio de variable
XT=-3x = u

2 - . . .y J .
X" - 3x=u diferenciando esta expresion obtendremos: | (2x=3)dv = du que sustituyendo

en la integral. nos quedara

[ 5 r sen(u

| (2x-3)-te(x* - 3x)dx = | tg(u) du= —J‘#du =—Ln|cos(u)|+C
. - cos(u)

v deshaciendo el cambio

=-Ln ‘CGS(IJ - 3:»:)| +C




4. Calcula las siguientes integrales:

a) Icos(Sx +1)dx C) Iolxe‘”dx [Select. 2005]

1
b) | ———d
) IJ(X+2)3 "

Solucion:

(a) Calculemos la siguiente integral.

Icos(ix +1) dx.

Es una integral casi inmediata. pero podemos hacerla mediante el método de sustitucion.

Sx+1= 1
Sdy=dt

[ cos(5x+ 1) dr = [ cos(7)

dt ) _
5 sen(r) =

J' cos(t) di = %

deshagamos el cambio realizado.

% sen(Sx+ 1)+ K

(b) Calculemos esta otra integral
1

(1‘+ 2]:‘

La resolveremos mediante el método de sustitucion.
{.H— 2=t

dx.

dx=dt 1
1 ! 3 r? 2
;7—1({TZJ ,—deZJI‘(ﬁ‘: 1=~ .-
e N 1T
deshagamos el cambio realizado. -
2
=|-——+K
x+ 2

(c) Calculemos la siguiente integral. por el método de integracion por partes.

1
I xe ™ dx.
0
0= x . du=dx
~ : : I .
dv=ePdx ; v=[dv=]e dv=-3ze”
1 11 1 - S
-3x 1 =3 1 =3 1 -3x L 1 -~y _=3x
J.TE? Tdx=|-3xe +—[€ dv=|-3xe +:[—:,[(—3)€ Tdx =
. 3 | 73 3 | T3 3
] ] 0 ]
- 1 1
_ l -3 l =ix | _ l -3 e o | l rall
—|_—31€ —|j+|—_9€ L——S-lf —0+[—9€ —I_.—ge /|
Ll s Lo 4 s 101 4
3 9 9" 9 919 9°




5. Calcula la integral j 3+ x° _102X+1dx [Select. 2005]
X2 — X

Solucién

Calculemos la mtegral indefinida Sizuiente

[%1 + 27— 10x+1
X -x-2

dx.

Se trata de una integral racional impropia donde el grado del polinomio del numerador es
mayor que el del denominador por lo que efectuaremos la division indicada.

) ,\ La iIHEEl"il anterior quedara asi:
33+ x2-10x +1 | X -x-2 3
3.2.2. ¢ ; 3¢+ - 100+ 1 . 9
3343246 x+4 | 2 dx = [(M-Jr A)dv+ | ——— dx=11]
4l dx + 1 . XT-x-2 TxT-x-2
Ax2+4y + 8 la ultima integral si es una integral racional propia. por lo que el
9 integrando lo descompondremos en una suma de fracciones

elementales para ello calcularemos los valores que anulan al
denominador del integrando.

2oy = BRE: (—1)'+8_1t3_|x:
-x-2=0 = «x= 3 =73 Tl x=-1
Descompongamos la fraccion en fracciones elementales en funcion de sus raices.

o 4 B 9  Ax+D+B(x-2)
Poy=2 =2 x+1 o y=2" (x-2Nx+1)
‘x=2 = 9=34 = A=3

— - ) 3 4

I= At D B¥=2) =141 5 9=-38 > B=-3

Continuando desde [1]. tendremos:
3

SIT+ 4x+ “ - E_qul dx = %xl+4x+3Ln‘x— 2‘— 3L11‘.1‘+ 1‘+ C

6. De la funcion f :(—1,+00) - R se sabe que f'(x):( 31)2 y que f(2)=0
X+
a) Determina f .
b) Halla la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto (0,1). [Junio 2004]

Solucién

(a) Calculemos p1‘1'111e1‘amente el conjunto de todas las primitivas de f (x):

|
fr’ﬂ—'f (wrﬁ_| dy = [3[1‘+1}"E (i*r:3(x+1} _ 3 g
{r+]]‘

-1 x+1
De todas estas prﬂuiti&-'a&; fx), ebteuganms la f(x) tal que fi2) =0

fr*r)— 1 =-1+K = K=1

_+1



luego la primitiva que se nos pide es: | f(x)= T_—_S]+ L

(b) Para hallar las primitivas de f{x). mtegraremos la funcion ffx) obtenida anteriormente.

F(x)= : .«:1* 1] dy=-3Lo|x+1+x+C

Para determunar la primitiva cuya grafica pase por el punto (0. 1), sustituiremos la x por
0 en la expresion anterior. v el resultado lo igualamos a 1. es decir, F(0)=1.

-3 Lnl0+1+0+C=1 = -3 La()+C=1 = 0+C=1 = C=1
Luego la primitiva de fcuya grafica pasa por el punto (0. 1) es:

F(x)=-3Lnlx+1+x+1

7. Sea f :R — R la funcion definida por f(x)=(x—1)e**. Calcula la primitiva de f cuya gréfica pasa
por el punto (1,e?). [Select. 2004]
Solucion

Calculemos primeramente una primitiva de ffx).

Fix)= J(x— 1) e dx
Se trata de una integral por partes.

u=x-1 du= dx

2x 2x ]- 2x
dv=e"dx v= j(h'z Je dy=5e
x 3
3-3+K
Obtengamos ahora la primitiva cuya grafica pasa por el punto (1, e’ J es decir. que F(1)=¢.

(Ll 3k o e=¢=l)+k o
Fh=¢(3-3/+K = ¢=¢( 7 J+K = K

[ 2x ]- x ]-' 2x . 1 2x ]- 2x o .2x
Frr):J(r—l} € dx:Eel (x—l}—zje dh:Ee? {:r—l]—ze +K=e

2

_s,
1€
La primitiva que nos pide el ejercicio es:

F(x)= {szl%—il + %ez

8. Sea f :(-1,+x) — R la funcidn definida por f(x)=(x—1)Inx. Calcula la primitivade f cuya
grafica pasa por el punto (1,-3/2). [Sept. 2003]
Solucion

Calculemos la integral indefinida siguiente:

J.(x—lj In(x) dyx=

la resolveremos haciendo uso del método de integracion por partes.



u=Ln(x) du = % dx

2
¥ X

dv=(x—1)dx 1':J (x—1) (IY:T—X

. . ;2 . y -
(o) (o e = () oo (-

:i\ %—IJ Ln(x) —[XT—*J +C

Obtengamos ahora de toda esta familia de primitivas aquella cuya grafica pasa por el punto
(1. -3/2).

-

2 ) 2 2 \ 2
[ x [ x (1 (1
Fr.x',*::\lT—xJ Ln(x)—{\le—xJ+C:> F(]):HKT—IJ Ln(l)—|kT—1]+C:—% =
1 Nie=3 __3_3 __2
(—E)-a—(_—zjﬂ_ = C=-3-7 2 C=—]
Luego la primitiva de fes:
2 .2 .
I,r :\_ \ ; 1__ Y 9
F(x)=|—/—-x|Ln(x) - —1‘]——
) l“ 2 /J ( ) ['\ 4 / 4

9. a) Determina la funcion f :R — R sabiendo que f '(x) = 2x> —6x* y que su valor minimo es -12.

b) Calcula la ecuacion de las rectas tangentes a la graficade f en los puntos de inflexion de su
grafica. [Select. 2002]

Solucién

(a) La funcion f(x) esta definida en todo E vy es derivable. luego es continua en E.

Integrando su funcion derivada obtendremos la funcion f.
4 3 4

J(x)=] f'"(x)dx= 2v° 67| dv =22 —6X +c=2__21C
4 3 2

Como el valor minimo es - 12, tendremos que calcular el punto donde la funcién alcanza
el minimo absoluto. Estudiemos la monotonia y obtengamos los minimos relativos de f.
Calculemos los valores que anulan a la primera derivada:
x=0
x-3=0 = x=3
sustituyamos estos valores que anulan a la primera derivada en la segunda:

20 —6x' =0 = 2x*(x-3)=0




ﬂ [f(0)=0
Tix)=6xT-12x =7, ,
e [f77(3)=6x3"-12x3=18>0 = minimo relativo en x=3.

El valor, 0. que anula a la segunda derivada sustituyamoslo en la tercera:
f"(x)=12x-12 = f’(0)=12x0-12=-12#0 = punto de inflexiéon en x=0.

Determinemos los intervalos de crecimiento v de decrecimiento de f.

Con los dos valores. 0v 3. que anulan a la primera derivada. los ordenamos y construimos
los posibles intervalos de monotonia: (-c=, 0), (0, 3) v (3, +=0).

Probemos un valor intermedio de cada uno de los imntervalos, por ejemplo. -1. 1 v 4

respectivamente en la funcion primera derivada y segun nos salga mayor o menor que cero. en
el mtervalo -::olj‘espondieme la funcion sera creciente o decreciente:

‘ fl(-1)=2(-1"-6(-1)"=-8<0 = decreciente en (-, 0)

} 2x 1 - 6x1°=-4<0 > decreciente en (0. 3)

_’} 3_ 1% = .
‘ F(4)=2x4-6x47=32>0 = creciente en (3, +o)

A la vista del estudio realizado. en el punto 3 que era donde habia un minimo relativo
también es donde se da el minimo absoluto. Por tanto. como el valor minimo es - 12, significa
que en el punto x = 3 la funcion alcanza el valor -12:

4 4
f“”:%‘z’hc = f(3)=3;2—2x33+c‘ = —12=z_2x33+c >

4
~24=81-10842C = 20=3 = C=2 = | flx)=-2+3

“~ i

X3 +2x% —2x+3

10. Calcula | X [Select. 2002]
X i

Solucién:

S1 observamos la integral racional vemos que se trata de una mntegral racional impropia
debido a que el grado del polinomio del numerador es de grado mayor que el del denominador.
Efectuemos la division:

x°+2x2-2x + 3 x2 =1
-x® + X X+ 2
2x% - x + 3
-2 X2 + 2
-x + 5
La integral sera:
3 2 2 .
J‘ al +2xj —2xF3 J.(Y-I-”) dx -I-J. XS rﬁ¥:L+2.T+'[ _:‘_H dc= [1]
¥ -1 -1 2 Xt -1

Descompongamos el integrando de la integral racional propia en una suma de fracciones
elementales, sabiendo que las raices del denominador son 1y -1:



-x+5 A N B —x+5:A(x—1)+B(x+1)
o1 x+tl x-1 v2_1 (x+D(x-1)

[r=1 = 4=2B = B=2
lx=-1 = 6=-2A = A=-3

- x+5=ACx-1)+B(x+1) =

Continuando desde [1]

A
X+

7
— X B -
—-—;—4'21'+J

- _2 -

1(7'.1‘-|-J

X -

2
4 2.1'—3L11|.1'+1|+2L11|:r—1|+k
>

1
x(Inx)?

11. Sea f :D — R lafuncion definida por f(x)=

a) Determina el conjunto D sabiendo que esta formado por todos los puntos x € R para los que existe f(x).

b) Usa el cambio de variable t=Inx para calcular una primitiva de f . [Select. 2002]

Solucién

(a) Elconjunto D. que es el dominio de la funcién f7x), estara formado por todos aquellos

puntos x £ R, tales que cumplan las siguientes condiciones:
¥ (Lo(x))* =0 y x>0
es decir. solo pueden pertenecer al dominio los valores que no anulen al denominador v los que
hagan que el argumento. x. del logaritmo neperiano sea mayor que cero.
Calculemos los valores que anulen al denomunador. porque son. los que en principio. no
perteneceran al dominio.
[x=0

x (Ln(x)) =0 :}':'\(Lu(r))::{} = Ln(x)=0 = «x=1

luego el punto 0 y 1 no pereteneceran al dominio. y como los valores que debe tomar x son
mayores que cero. el conjunto D estara formado por los intervalos:
D=(0.1)u (1. +)

(b) Calculemos mediante el método de sustitucion una prinutiva de /.

J.; dx
x(Ln(x))?

Hagamos el cambio de variable siguiente: r=Ln (x)
diferenciando la expresion anterior obtenemos: dr = % dx
la integral quedara asi: |

. -1 _ _

x(Ln(x))* 2 -1 ¢t |La(x)

hemos obtenido una primitiva de /. y donde en el ultimo paso hemos deshecho el cambio inicial.

-10-



12. Encuentra la funcion derivable f :[-1,1] >R que cumpleque f()=-1 y

2 _ i —1<
f'(x)={x 2x sl —1<x<0 [Sept. 1999]

-1 si 0<x<1

Si la funcion derivada, f '(x), es

_ x? - 2x si -1<x<0
f7(x) = . ] _ _
e -1 =i D«<x=<1
la funcion fix) sera
f(XQ—ZX)dX gi -1<x<0
£(x) = ; . -
f(e —1)dx s1 D<x=1
3
e -
— - X“+a g1 -1l2zx<0
f(x) = 3
e*-x+Db si 0O0=<x=<1

Al ser la funcién f{x) derivable en [-1, 1] es contmua en dicho intervalo, ya que la
derivabilidad implica la continuidad. Por tanto la funcién es continua en x = 0, luego ha de
verificarse que los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto coinciden.
Comprobémoslo.

lim £(x) = lim (e*-x+b) =e®-0+b = 1 + b

x-0 x-0
Xx=0

}(3
lim f(x) = 1im ?—x2+a =0+a = a

x-07 x-0"
x50

£f(0)=e’-0+b =1+hH
igualemos los limites laterales v el valor de la funciénen x=0: a =1 +D

Como ademas, el ejercicio nos dice que f{1) = -1. tendremos:

f(1)=e*-1+b = -l=e-1+b = b=-e ; a=1+b = a=1l-e
x° 2 - .
., . , — X" +1-e g1 -1<x<0
la funcion fix), finalmente sera: | £(x) =4 3 )
e*-x-e si 0=<x<1
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